
 

 

 

1ères Journées Scientifiques du Laboratoire LaROMaD 

Recueil des résumés  
des Journées Graphes et Optimisation  

26-27 Novembre 2014 
 

 

 

 

Université des Sciences et de la 
Technologie Houari Boumédiène 

 Laboratoire de Recherche Opérationnelle 
et Mathématiques de la Décision 

Faculté de Mathématiques  Département de Recherche Opérationnelle 
 



 

 

 

 

 

 

 

 



Actes des Journées Graphes et Optimisation, LaROMaD, 26-27 Novembre 2014

A propos des journées

Présentation

Les Journées Graphes et Optimisation, JGO’2014, sont la première manifestation scientifique
que le Laboratoire LaROMaD organise depuis son agrément au mois d’avril 2012. Leur objectif
est de permettre aux jeunes chercheurs, d’une part de présenter leurs travaux de recherche et
d’autre part de profiter de la présence de conférenciers et de chercheurs seniors pour engager
des discussions autour de leurs problématiques de recherche et bénéficier ainsi de l’expérience
de ceux-ci.

Thèmes

Les thèmes retenus pour cette conférence sont :

• Théorie des Graphes : problèmes métriques, problèmes de plongement, problèmes de
routage, problèmes de coloration, graphes parfaits, produits de graphes, codes, . . .

• Optimisation : optimisation discrète, optimisation stochastique, optimisation mono et
multi-objectif, . . .

Public visé

Cette conférence s’adresse en premier lieu aux jeunes chercheurs en Recherche Opérationnelle
et principalement aux doctorants et aux magistérants dont le thème de recherche concerne la
théorie des graphes ou l’optimisation. Elle est, de plus, ouverte à toute personne souhaitant
découvrir une partie de l’activité scientifique du Laboratoire de Recherche Opérationnelle et
Mathématiques de la Décision, LaROMaD.

Comité de pilotage

Aı̈der Méziane (président des journées), Aı̈t Haddadène Hacène, Khelladi Abdelkader, Mouläı
Mustapha, Semri Ahmed.
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33

Solving a Discrete Multiobjective Quadratic Fractional Problem, Nacéra Maa-
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Graphs and Big data: research issues

Hamamache Kheddouci

LIRIS Laboratory, University of Claude Bernard, Lyon, France

hamamache.kheddouci@univ-lyon1.fr

Abstract: The recent advances in data acquisition and production have led to the genera-
tion of very large volumes of (complex) data (Mc Kinsey’s report 2011). Indeed, conventional
systems are not able to respond to the issues related to the storage, exploration and analysis
of Big Data. Graphs are powerful models that can capture different relationships between
data, give them a better representation and facilitate their exploration. However, the graphs
obtained from these large datasets are usually too large. Their exploration requires new and
effective tools. This brings new research issues. In this talk, we will discuss some big graph
data locks. We will present some issues that could contribute to big data analytics.
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Apprentissage des paramètres d’un modèle
de tri ordonné de type Electre

Marc Pirlot
(Travail conjoint avec Olivier Sobrie, Agnès Leroy, Eda Ersek et Vincent Mousseau)

Université de Mons, Faculté Polytechnique, Mons, Belgium.

Marc.pirlot@umons.ac.be

Résumé : La méthode Electre Tri est une méthode de “surclassement” qui permet de ranger
des alternatives évaluées sur plusieurs critères dans des catégories prédéfinies et ordonnées.
Par exemple, on rangera ainsi des projets de recherche dans les catégories “première priorité”,
“seconde priorité”, “non prioritaire”.

Des méthodes ont été proposées (fin des années 1990, début des années 2000) pour apprendre
les paramètres d’une telle méthode sur base d’exemples d’affectations. La complexité du
modèle et l’interdépendance des paramètres font que ces méthodes sont difficiles à mettre en
œuvre, surtout pour des ensembles d’apprentissage de grande taille comme on en rencontre
en “Machine Learning”.

Récemment, Bouyssou et Marchant ont caractérisé une version simplifiée du modèle Electre
Tri, appelé “modèle de tri non-compensatoire”. Un cas particulier de ce modèle est le
modèle de “tri majoritaire” dans lequel la règle d’affectation est la suivante. Une alternative
est classée dans une catégorie donnée si cette alternative est meilleure qu’un profil limite
inférieure de la catégorie sur une majorité de critères sans vérifier cette règle par rapport au
profil limite supérieure de la catégorie.

Nous exposerons différents travaux menés depuis quelques années et relatifs à l’apprentissage
des paramètres du modèle de tri majoritaire. Les méthodes d’apprentissage sont soit des
méthodes exactes reposant sur des programmes linéaires en variables mixtes ou des méthodes
approchées basées sur une métaheuristique exploitant la structure spécifique du problème.
Des résultats expérimentaux sur des jeux de données réels et simulés seront présentés. On
examinera également les rapports entre le modèle de tri majoritaire et le modèle de tri
non-compensatoire.

Ces travaux se situent dans une perspective visant à rapprocher deux communautés de
recherche, celle de l’aide multicritère à la décision et celle de l’apprentissage des préférences
dans le cadre du “Machine Learning”.
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Résumés des communications

9



Actes des Journées Graphes et Optimisation, LaROMaD, 26-27 Novembre 2014

10



Actes des Journées Graphes et Optimisation, LaROMaD, 26-27 Novembre 2014

An hybridization of Genetic Algorithm and
Tabu Search for the Vehicle Routing

Problem with Time Windows

Meriem Akli & Méziane Aı̈der

USTHB, Fac. Mathématiques, LaROMaD.

aklimeriem15@gmail.com & m-aider@usthb.dz

Abstract: The Genetic-Tabu (GT) is an hybridization between a genetic algorithm and a
tabu search. It contains two phases: initialization and improvement phase. GT approach is
dedicated to solve the VRP-TW problems. The tests are performed on six (06) categories of
instances of Solomon benchmarks. This algorithm provides solutions to all these instances.

Keywords: Hybridization, Genetic Algorithm, Tabu Search, Vehicle Routing Problem.

MSC(2010) : 90C59

Introduction

The genetic algorithm is one of the most used approaches to solve NP-Hard problems. Solving
a variant of the VRP-TW by just a genetic algorithm is constrained by an unbalance between
the two components that are the research intensification and the diversification. Therefore, the
idea of injecting a tabu search procedure to balance between these components could be useful.
Indeed, a vehicle Vk serves a customer Ci only if it arrives at the instant T k

i ∈ [ei, li].

Genetic-Tabu approach

The Genetic-Tabu (GT) is an hybridization between a genetic algorithm and a tabu search. The
hybridization process consists to inject a tabu search in several stages of a genetic algorithm. It
contains two phases.

Initialization phase: In this phase we create an initial population of solutions. The principle
consists to consider a vehicle Vk and to draw a random customer Ci from the set ECRS of the
remaining customers to serve. If his request di is less than the remaining capacity CRk of the
vehicle, then the customer Ci will be served by the vehicle Vk, else we randomly draw another
customer from ECRS, until CRk ≤ mini∈ECRSdi. In this case, a new vehicle is mobilized. This
process of vehicle capacity saturation is repeated until all customers are served.
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Improvement phase This is a crucial step in GT approach. It consists of tree procedures:

• Selection: Characterized by a random draw.

• Crossing: Its particularity is to take into account the distance between the last customer
inserted in the new solution and the customers in the initial solutions.

• Evaluation and Re-insertion: This step has a direct impact on the intensification and
the diversification of the GT approach.

Numerical results analysis

The GT algorithm is implemented in C on Linux. The tests are performed on six (06) categories
of instances of Solomon benchmarks. The algorithm GT provides solutions to all these instances,
with:

• a decreasing of the total traveled length but with an increasing of the number of mobilized
vehicles,

• a decreasing of the total traveled length and a decreasing number of mobilized vehicles,

• no improvement of neither the total traveled length nor the number of mobilized vehicles.

Evaluation of GT approach

The stopping criteria related to the size of the initial population of solutions and the selected
sample and the crossing principle are the main influent parameters of the GT approach. The size
of the initial population is fixed in advance. Its increase improves the quality of the solutions,
but the execution time is large, since the numerical results show that 80% of the execution time
is devoted to the creation phase of the initial population and only 20% to improvement. The
same phenomenon was observed for the sample size.

The efficiency of the selected crossing process appears in the improvement of the initial popula-
tion of more than 60%

Conclusion

The experimental results of GT approach show that in its first phase, it provides a good di-
versification of the solutions but without guaranteeing the quality. Indeed, compared with the
results obtained on the Solomon benchmarks one can see that the solutions are different. With
the improvement phase, we obtain solutions of quality more similar to those of the Solomon
benchmarks and even better in the case of problems with parameters generated randomly. Di-
versification is achieved by taking the sample.
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Hybridation de metaheuristiques basée sur
la dominance floue pour le problème
d’enchères combinatoires dynamiques

Larbi Asli & Méziane Aı̈der

USTHB, Fac. Mathématiques, LaROMaD.

aslilarbi@yahoo.fr & m-aider@usthb.dz

Résumé : La plupart des modèles relatifs aux problèmes de détermination de gagnant ne
permet pas à l’enchérisseur de renouveler son offre, du fait que les mécanismes sont statiques.
Cependant, en réalité, les enchérisseurs sont en rude concurrence tant qu’il reste du temps
pour l’enchère.

Dans ce travail, nous proposons une formulation du modèle dynamique de ce problème,
soumis à deux objectifs, qui permet aux enchérisseurs de renouveler leurs soumissions jusqu’à
la fin d’exercice, en se basant sur le mécanisme d’enchère anglaise. Nous proposons par la
suite un algorithme de résolution basé sur une hybridation d’une méthode exacte et d’une
metaheuristique où la dominance floue est utilisée pour la comparaison et la classification
des solutions non dominées.

Mots clefs : problème de détermination de gagnant, dominance flous, période d’exercice,
modèle dynamique.

MSC(2010) : 90C59

Introduction

Le problème de détermination de gagnant se définit comme étant un ensemble d’objets soumis
à la vente face à plusieurs acheteurs. Chaque acheteur, pour des raisons de complémentarité
entre les objets, désire acquérir un sous-ensemble d’objets qui lui est propre, et pour lequel il
fournit une estimation. Les conflits entre les acheteurs naissent des éventuelles intersections
entre les sous-ensembles. Les objectifs du vendeur sont divers, néanmoins, l’objectif primordial
est de maximiser le profit total de la vente. Il doit alors résoudre un problème d’optimisation
combinatoire NP-dur pour réaliser la vente qui le satisfera le plus.

La plupart des modèles d’enchères combinatoires (problème de détermination de gagnant) ne
permet pas à l’enchérisseur de renouveler son offre du fait que ces mécanismes sont statiques.
dans la pratique, les enchérisseurs sont continûment en rude concurrence, tant qu’il reste du
temps pour l’enchère.
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Modèle dynamique d’enchère combinatoire bi-objectif

On présente ici un modèle mathématique d’enchères combinatoires bi-objectif et dynamique,
basé sur le mécanisme d’enchère anglais. L’un des objectifs du décideur est la maximisation du
profit total procuré par l’enchère, alors que l’autre, est la liquidation du maximum d’objets.

Avant le départ de l’enchère, on doit définir les paramètres du modèle, ainsi que les conditions
à respecter.

Les paramètres les plus importants du modèle sont le nombre d’articles m, qui sera contenu
dans un vecteur β, le nombre d’unités pour chaque composante βi, et un intervalle de temps T ,
appelé “période d’exercice” au cours de laquelle les soumissionnaires peuvent lancer leurs offres.

Au cours de la période d’exercice T , les soumissionnaires lancent leurs offres Sj(cj(t), aij(t)), où

cj(t) représente la valeur de l’offre faite par le soumissionnaire Ej à l’instant t (t ∈ [0, T ]);

aij(t) : est le nombre d’unités d’articles i demandés par le soumissionnaire Ej à l’instant t.

Observons que la somme des soumissions gagnantes ne doit pas dépasser le nombre d’articles
disponibles.

Définissons les variables de décision :

xj =

{
1, si l’offre de Ej est acceptée;
0, autrement.

Le modèle complet à l’instant t ∈ [0, T ] est:

(CAPt)



max f1t (x) =

k∑
j=1

cj(t)xj

max f2t (x) =

m∑
i=1

k∑
j=1

aij(t)xj

k∑
j=1

aij(t)xj ≤ βi i = 1, . . . ,m

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , k

(1)

A l’achèvement de la période d’exercice t = T , le modèle sera final et contiendra n offres.

Exploration de l’idée et résolution

Dés l’ouverture de l’exercice (t = 0), les enchérisseurs lancent leurs soumissions. Le premier
offrant E1 lance sa soumission S1 à l’instant t1. Elle sera représentée par un vecteur de dimension
m + 1 où chaque composante contient le nombre d’unités demandé de l’article ou service a1i,
ainsi que le montant c1 attribué à sa soumission.

E1 sera considéré comme gagnant temporaire. Puis à l’instant t2, un deuxième soumissionnaire
E2 lance sa soumission S2. Si S2 n’est pas en conflit avec S1, E2 sera lui aussi un gagnant
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temporaire, autrement on vérifie si c2 � c1, auquel cas E2 remplacera E1 dans la liste des
gagnants temporaires.

A partir de cet instant, on peut avoir, soit une nouvelle offre Ej , soit une mise à jour d’une offre
déjà faite, et le modèle se complète au fur et à mesure jusqu’à la fin de la période d’exercice
t = T . Chaque événement sera traité d’une manière qui va nous éviter au mieux de passer à la
résolution du problème temporaire WDPt.

Algorithme Bi-CAP basé sur la relation de dominance floue.

La nature du problème WDP multi-objectif nous oblige à faire appel à la logique floue à deux
niveaux de résolution. Le premier lors de la comparaison de chaque nouvelle solution aux
solutions efficaces déjà trouvées (du fait que sa taille est très importante). Et le second lors du
choix d’une solution à la fin du processus de résolution.

Définition On dit que le vecteur a domine le vecteur b avec le degré µa, avec

µa(a, b) =

∏
i

min(ai, bi)∏
i

ai
(2)

Notons que µa ∈ [0, 1]. Ainsi, a Pareto-domine b si et seulement si µa = 1.

Algorithme 1 FM-CAP algorithm

Tant que t < T Faire
générer un nouvel événement;;
Si event=nouvelle soumission Alors
taille(CAPt) = taille(CAPt−1) + 1;
Si pas de conflit Alors

mise à jour un ensemble de gagnants temporaires;
Sinon

résoudre CAPt par un algorithme hybridant Branch & Bound et recherche tabou;
Finsi

Finsi
Si event= mise à jour de la soumission Alors

Si conflit entre soumissions Alors
résoudre CAPt par un algorithme hybridant Branch & Bound et recherche tabou;

Sinon
mise à jour de l’ensemble de gagnants temporaires.

Finsi
Finsi

Fintantque
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Optimisation par l’intégrale de Choquet sur
l’Ensemble des plus courts chemins

Pareto-optimal

Benkanoun Yazid & Chaabane Djamal

USTHB, Fac. Mathématiques, Laboratoire AMCDM & RO.

Yazid roux@yahoo.fr & Chaabane dj@yahoo.fr

Résumé : Dans le problème de plus court chemin multi-objectif, il n’existe pas de solution
optimale, mais un ensemble de solutions non-dominées. Calculer l’ensemble des solutions
non-dominées est possible mais pas forcément pertinent. En effet, sur un graphe représentant
une petite ville d’une taille de l’ordre de 30000 nœuds et avec quatre objectifs, il est possible
d’obtenir plusieurs centaines de solutions non dominées.

Une approche exacte de résolution du problème du plus court chemin multi-objectif est
proposée pour subvenir aux besoins d’un décideur cherchant un chemin qui soit le meilleur
en termes de plusieurs critères. Cette approche s’articule sur deux étapes essentielles. En
premier lieu, il s’agit de la détermination de l’ensemble des chemins non-dominés en utilisant
l’algorithme de Dijkstra bi-objectif. En second lieu, il s’agit de l’utilisation de l’intégrale de
Choquet pour faire surgir le chemin qui ne présente pas de point faible suivant la préférence
du décideur.

L’application de l’algorithme de Dijkstra au problème de plus court chemin bi-objectif
aboutit parfaitement à la détermination d’un ensemble de chemins efficaces. Le décideur
sera souvent confronté à une multitude de choix parmi tous ces chemins non dominés. En
second lieu, l’utilisation de l’intégrale de Choquet pour faire surgir le chemin qui ne présente
pas de point faible suivant la préférence du décideur.

L’application de l’algorithme de Dijkstra au problème de plus court chemin bi-objectif
aboutit parfaitement à la détermination d’un ensemble de chemins efficaces. Le décideur
sera souvent confronté à une multitude de choix parmi tous ces chemins non dominés. De-
vant cette situation, l’appel à la notion de l’intégrale de Choquet permettra de trancher sur
le chemin (meilleur : celui qui ne présente pas de point faible) est plus que souhaitable.

Des notions comme la redondance, l’additivité et la valeur ajoutée ont été citées pour
servir à introduire l’intégrale de Choquet, répondant ainsi parfaitement aux problèmes
d’optimisation multi-objectif dans les graphes : recherche d’une solution de bon compro-
mis.

Mots clefs : Sac-à-dos, multi-objectif, intégrale de Choquet
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Problème du sac à dos multi-objectif robuste
Samira Bokhari & Méziane Aı̈der

USTHB, Fac. Mathématiques, LaROMaD.

sbokhari@usthb.dz & m-aider@usthb.dz

Résumé : Dans cette communication, nous nous intéressons à l’optimisation combinatoire
robuste dans un contexte d’incertitude. Au début, l’intérêt du concept de robustesse expri-
mait la flexibilité dans un contexte d’incertitude, mais, aujourd’hui, on recherche davantage
une aptitude qui, d’une part ne doit pas être “trop mauvaise”, et d’autre part doit être
“acceptable” dans un grand nombre de scénarii.

L’approche que nous utilisons repose sur la prise en compte du pire cas. La définition de
la robustesse étant assez large, on distingue néanmoins deux grandes familles d’approches,
la première optimisant un critère de robustesse et la seconde imposant des conditions de
robustesse que la solution doit satisfaire pour être considérée comme telle. Nous illustrons
notre propos sur le problème de sac à dos multi-objectif.

Mots Clés : Optimisation robuste, NSGA-II, Critère du pire cas.

MSC(2010) : 90C29, 90C59

Introduction

Nous nous intéressons à l’optimisation combinatoire multi-objectif sous incertitude. Nous avons
opté pour l’approche génétique multi-objectif NSGA-II (Non Dominated Sorting Genetic Al-
gorithm) [3] qui présente l’avantage de prendre simultanément en compte deux critères cruci-
aux pour les méthodes d’optimisation qui sont l’intensification et la diversification, en utilisant
comme métriques respectivement l’élitisme et la distance de crowding.

Nous avons opté pour le problème de sac à dos multi-objectif unidimensionnel en variables
binaires pour illustrer notre propos, en raison de la disponibilité dans la littérature de nombreuses
données tests.

Problème de sac à dos multi-objectif robuste

Le problème de sac à dos multi-objectif en variables binaires consiste à sélectionner un sous-
ensemble d’objets pour remplir un sac à dos dont, de manière à maximiser une fonction multi-
objectif exprimée en fonction des profits associés aux objets. Il y a lieu de noter qu’il existe trois
types d’approches pour modéliser l’incertitude:

1. Modélisation déterministe.
2. Modélisation possibiliste.
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3. Modélisation probabiliste.

Nous optons pour la modélisation déterministe qui consiste à définir pour chaque paramètre
incertain (les coefficients coûts des fonctions objectif), un intervalle de variation.

Le problème de sac à dos robuste peut s’écrire de la manière suivante :

0− 1MOKP



max fi(x) =
n∑

j=1

cijxj i = 1, . . . ,m

n∑
j=1

ajxj ≤ b

xj ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n

avec c ∈ [cinf , c
sup], et cinf 6= csup.

La mesure de robustesse que nous utilisons est celle des quantiles et le critère est celui du pire
cas. Ces choix paraissent adéquats dès lors qu’il s’agit de paramètres incertains dont les valeurs
varient dans des intervalles.

Les étapes de résolution du problème se résument en les étapes ci-après :

1. Modéliser le problème KPR (prise en compte de l’incertitude).
2. Appliquer le critère pire cas au KPR et obtenir le problème KRPpire cas.
3. Résoudre le KRPpire cas par la méthode NSGA-II.
4. Identifier une solution robuste (une solution efficace des plus stables).

Nous avons développé une application sous le langage de programmation Java et l’avons ap-
pliquée sur une batterie de données tests (puisée des benchmarks de Xavier Gandilleux pour les
problèmes du sac à dos multi-objectif en variables binaires). Les coefficients coût sont générés
aléatoirement dans des intervalles de type [cinf ,csup ]. La sélection d’une solution robuste se fait
relativement au nombre d’occurrences le plus grand.

Conclusion

L’expression possible de la robustesse d’une solution dépend de la formulation qu’on considère.
Il n’existe pas de critère universel. La mesure de la robustesse à utiliser devra donc être choisie
en fonction des informations dont on dispose sur les incertitudes du problème ainsi que des
propriétés de robustesse qu’on souhaite obtenir pour les solutions efficaces.
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Abstract: This paper deals with valid inequalities for the independence system polytope
P(H) using conflict hypergraphs. We introduce a structure of conflict hypergraph Hc =
(Vc, Ec) that allows us to generate new families of valid inequalities for the independence
system polytope P(H). We present sufficient conditions for these valid inequalities must
verify to define facets.

Keywords: Polyhedral approach, Conflict hypergraphs, independence system.

MSC(2010) : 90C57

The conflict hypergraph

In this paper, we introduce a conflict hypergraph that we use to generate valid inequalities for
the independence system polytope. We also give sufficient conditions that these inequalities
must verify to define facets.

Let us define the conflict hypergraph H
′
c = (Vc, Ec) as follows:

• The vertex set is Vc = V = {1, . . . , n}, where each vertex j ∈ Vc is associated to a variable xj .

• The edge set Ec is constructed using the following procedure:

Procedure Edge Set Construction

Input: V ;

Output: Ec

BEGIN

j ← 1; E0 ← {1};
While E0 /∈ 2Vc\I Do

j ← j + 1; ; E0 ← E0 ∪ {j};
EndWhile

p← 1; F0 ← Vc \ E0; i = n; Ep ← ∅;
While F0 6= ∅ Do

While Ep /∈ 2Vc\I Do
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Ep ← Ep ∪ {i};
i← i− 1; F0 ← F0 \ {i};

EndWhile

p← p+ 1;

EndWhile

END

The following edge sets result from this procedure:

• E0 = {1, . . . , |E0|}, where |E0| ≥ 2

• E1 = {n− q(1), . . . , n}, where 1 ≤ q(1) < n− |E0|.

• Ek = {n− γ − q(k), . . . , n− γ}, for k = 2, . . . , p,

where 1 < q(k) < q(k−1) and γ =

k−1∑
i=1

(qi + 1).

This structure allows to generate the following families of valid inequalities for the independence
system polytope:∑

j∈E0

xj + α(k)
∑
j∈N

xj ≤ |E0| − 1, N = Vc \ ∪k−1j=0Ej , α(k) =
l − 1

q(k)
(3)

For k = 1, we have ∪k−1j=1Ej = ∅, so the inequality (3) can be written as follows:∑
j∈E0

xj + α(1)
∑
j∈N

xj ≤ |E0| − 1, N = F0 = Vc \ E0, α(1) =
l − 1

q(1)
(4)

where l = |E′
0|, for the independence system polytope.

Theorem 1. Given an independence system with the corresponding conflict hypergraph H
′
c =

(V
′
c , E

′
c). The inequality of the form (4) is a facet of P(H) if the sets {i, j}, where i ∈ E0 and

j ∈ F0, are circuits.
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Résumé : Le domaine de la programmation multiobjectif (MOP ) s’impose de jour en
jour un peu plus. En effet, le nombre d’applications est en constante croissance, cependant,
l’intèrêt porté à la discipline reste en deçà des attentes des dècideurs. Il faut noter que,
le nombre de travaux basés sur les heuristiques et les métaheuristiques pour résoudre des
problèmes MOP dépasse de très loin celui basé sur les méthodes exactes.

Mots clefs : Programmation linéaire discréte, Optimisation multiobjectif, Solution effi-
cace, Point idéal.

MSC(2010) : 05C50

Notre travail de recherche se focalise sur la recherche de l’ensemble des solutions efficaces d’un
programme multiobjectif linéaire discret (MOILP ), considérant p critères:

(MOILP )



maxZ1 = C1x
maxZ2 = C2x

...
maxZp = Cpx

Ax ≤ b
x ≥ 0
x entier

A la lumière des travaux récents sur le problème MOILP , [1], [2], [3], [4], nous avons mis au
point une nouvelle méthode exacte permettant de générer l’ensemble des solutions efficaces, dont
le principe est le suivant :
Initialement, résoudre p programmes mono objectif linéaires pour déterminé l’ensemble des so-
lutions potentiellement efficaces de MOILP . Le domaine réalisable D ⊂ <n de MOILP est
alors partitionné en n+ 1 sous domaines dont un seul, D1, contient presque la totalité des solu-
tions efficaces de MOILP . Résoudre en priorité, le programme MOILP sur D1 par la méthode
basée sur une procédure par séparation et évaluation décrite dans [3]. Avant même la résolution
d’un programme MOILPi relatif à un nœud i de l’arborescence de recherche des solutions de la
méthode [3], en calcule d’abord une approximation du point idéal Idi de MOILPi. Si le point
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idéal Idi est dominé par une solution potentiellement efficace déjà trouvée, le nœud correspon-
dant i est stérilisé, sinon le programme MOILPi est résolu. Cette résolution sur un sous domaine
Di est basée sur la méthode décrite dans [3], à laquelle nous avons apporté des améliorations,
principalement sur la coupe efficace utilisée et les tests d’arrêt de la méthode. En effet, nous
avons rajouté un nouveau test de stérilisation des nœuds de l’arborescence de recherche des
solutions efficaces, qui consiste à calculer efficacement une approximation du point idéal local en
chaque nœud de l’arborescence, c-à-d, un point qui domine tous les points du domaine auquel il
appartient, permettant ainsi de stériliser le nœud correspondant, sans avoir à explorer le domaine
associé. L’expérimentation, en cours de réalisation, montre que la nouvelle méthode converge
plus rapidement que celles cités en références.
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Résumé : Les problèmes à deux niveaux ont fait l’objet de nombreuses études du point
de vue théorique et pratique. Ils sont généralement très difficiles à résoudre, principalement
en raison du fait qu’ils sont ni convexes ni différentiables. Une attention particulière a été
portée au cas où les deux fonctions objectifs sont linéaires et les variables sont continues,
néanmoins, le problème reste fortement NP-difficile.

Dans cette communication, nous nous intéressons au problème de sac-à-dos à deux niveaux.
Nous décrivons deux méthodes de résolution, basées sur deux approches différentes : ap-
proche exacte et approche métaheuristique.

Mots Clés : Programmation à deux niveaux; Problème du sac-à-dos à deux niveaux;
Programmation Dynamique; Algorithme Génétique.

MSC(2010) : 90C27, 90C39.

Introduction

Un problème à deux niveaux permet de modéliser un processus de décision hiérarchisé entre
deux agents : le premier, appelé meneur (premier niveau), fixe sa décision en tenant compte de
la réaction d’un deuxième agent, appelé le suiveur (deuxième niveau). La première formulation
de la programmation à deux niveaux a été proposée en 1973 par Bracken et McGill [5], mais ce
n’est qu’à partir des années quatre-vingt qu’elle devient un domaine de recherche important de
la programmation mathématique.

Cette communication est consacrée au problème de sac-à-dos à deux niveaux. Deux méthodes
de résolution du problème sont décrites: la Programmation Dynamique et les Algorithmes
Génétiques.

Problème de sac-à-dos à deux niveaux

Le problème de sac-à-dos à deux niveaux (BKP) peut être défini comme étant un problème de
sac-à-dos avec une capacité continue y contrôlée par un meneur. Nous attribuons à chaque objet
j un poids aj , un gain cj pour le suiveur et un gain dj pour le meneur. Le coût de la capacité y
est noté t. Tout en respectant une capacité y fixée par le meneur, le suiveur sélectionne un sous
ensemble d’objets. Le BKP peut être formulé comme suit [4]:
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(BKP )



max
y,x

f1(y, x) = dx + ty

b ≤ y ≤ b

max
x

f2(x) = cx

ax ≤ y
x ∈ {0, 1}n

où a, c, d et t sont à valeurs entières, avec a, c, d et b (ainsi que b) sont non-négatives. Le meneur
détermine la capacité du sac-à-dos afin de maximiser son profit. Le suiveur est confronté à un
problème de sac-à-dos en 0 et 1 impliquant la capacité fixée par le meneur.

Programmation Dynamique

Parmi les méthodes de résolution du BKP, nous retenons la Programmation Dynamique qui le
résout comme une séquence de deux problèmes standards de sac-à-dos en utilisant des règles de
récursivité.
L’algorithme est composé de deux procédures (“Forward phase” et “Backtracking phase”) qui
peuvent traiter les cas optimiste et pessimiste du problème. La première procédure est la
“Forward phase” qui est composée de deux boucles, une boucle externe liée aux différentes
étapes intermédiaires et une deuxième boucle, interne, liée à la capacité du sac-à-dos. Durant
cette étape, les valeurs optimales du suiveur et du meneur sont enregistrées. La récursivité
est appliquée pour toutes les capacités possibles du sac-à-dos. La seconde procédure est la
“Backtracking phase” qui vise à identifier une solution optimale (y∗, x∗) elle correspond à la
valeur optimale déterminée dans la première phase [4].

Algorithmes Génétiques

Au cours des dernières années, l’utilisation des algorithmes génétiques dans la résolution du
problème de sac-à-dos a montré un avantage considérable [2]. De ce fait, nous proposons
l’application des Algorithmes Génétiques pour la résolution du problème de sac-à-dos à deux
niveaux. Les algorithmes génétiques permettent de résoudre deux problèmes d’optimisation
itérativement. Le premier problème est lié au sous-problème du leader, il a pour but de fixer la
meilleure capacité du sac-à-dos par la détermination d’un sous-ensemble de valeurs de la vari-
able y .Le deuxième problème lié au sous-problème du suiveur, vise à résoudre le sous-problème
associé à une capacité du sac-à-dos fixée précédemment. L’algorithme utilise tous les opérateurs
génétiques dans la résolution du problème. L’opérateur de coévolution est utilisé pour préserver
l’aspect “deux niveaux“ du problème.

Conclusion

L’inconvénient dans la résolution du problème du sac-à-dos à deux niveaux par l’utilisation de
la Programmation Dynamique réside dans la quantité de mémoire occupée pour les instances
utilisées. En revanche, l’application des Algorithmes Génétiques occupe peu de mémoire avec
l’incommodité d’obtenir des solutions proches de la région optimale.
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Hayat Issaadi & Hacene Ait Haddadene

USTHB, Fac. Mathematics, LaROMaD.

issaadihayat@yahoo.fr & aithaddadenehacene@yahoo.fr

Résumé : On a introduit dans ce travail la classe des graphes à voisinage (k, l) scindé
(noté SN(k, l)) pour laquelle nous avons proposé des algorithmes polynomiaux pour la
reconnaissance et le problème de la clique maximum pour certaines valeurs de k et l ainsi
qu’un algorithme polynomial pour la coloration optimale des graphes parfaits SN(1, 2)

Mots clefs : Les graphes SN(k, l), Reconnaissance, Clique de taille maximum, Coloration
optimale.

MSC(2010) : 05C15, 05C17

Introduction

La partition des sommets V (G) d’un graphe en plusieurs parties V1, V2, ..., Vm est un problème
qui a suscité beaucoup d’intérêts ces dernières années, car il généralise certains problèmes comme:
le problème de la coloration, le problème de la partition en clique et le problème de la partition
en matrice.

Brandstädt a généralisé les graphes scindés et les graphes bipartis en introduisant la classe des
graphes G de partition (k, l) où l’ensemble des sommets V (G) se partitionne en k ensembles
stables et l cliques, il a noté que décider qu’un graphe est un graphe de partition (k, l) est un
problème NP-complet.

Nous avons généralisé les graphes de partition (k, l) en définissant la classe des graphes à voisi-
nage (k, l) scindé (noté SN(k, l)) c’est la classe où tout sous graphe H du graphe G contient un
sommet (k, l)scindé (sommet dont le voisinage peut être partitionné en k stables et l cliques).
Nous avons proposé des algorithmes polynomiaux pour la reconnaissance et le problème de la
clique maximum des graphes SN(k, l) pour certaines valeurs de k et l ainsi qu’un algorithme
polynomial pour la coloration optimale des graphes parfaits SN(1, 2).

Reconnaissance de SN(k, l) pour certaines valeurs de k et l

Soit G un graphe SN(k, l), nous appelons un ordre d’élimination SN(k, l) dans un graphe G,
un ordre des sommets de G v1, ..., vn tel que N(vi) est de partition (k, l) dans le sous graphe
induit Gi = G[vi, ..., vn]. Notre principal résultat dans cette section est le suivant:
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Théorème 1. Un graphe G est un graphe SN(k, l) si et seulement si G admet un ordre
d’élimination SN(k, l).

Nous proposons un ordre d’élimination SN(1, 2) (respectivement SN(2, 1)) qui se fait enO(n3m),
la détermination de l’ordre d’élimination SN(2,2) se fait en en O(n11m),

Clique maximum de SN(k, l) pour quelques valeurs de k et l

Pour calculer la taille ω(G) d’une clique maximum de G, nous pouvons utiliser la formule
ω(G) = maxω(G[N [vi]]), où ω(G − vi) est une fonction introduite par Hoàng et Lê définie
comme suit :

Fonction trouver Omega-Bip(G)

• Donnée : un graphe G complémentaire d’un graphe biparti.

• Résultat : Trouver le nombre Omega-Bip(G) = ω(G).

Nous proposons deux algorithmes l’un pour calculer la clique maximum d’un graphe SN (1, 2)
et et l’autre pour un graphe SN (2, 2), les deux algorithmes se déroules en O(n4.5m).

Coloration optimale des graphes parfaits SN(1, 2)

Soit G un graphe SN(1, 2), v un sommet (1, 2) scindé alors ∀H ⊆ G, NH(v) est induit par un
ensemble stable S et deux cliques K1 et K2. Nous notons K1 ∪K2 = A.

Théorème 2. Soit G = (V,E) un graphe parfait SN(1, 2) et v un sommet (1, 2) scindé.
Alors pour toute ω(G)-coloration de G-v nous pouvons obtenir une ω(G)-coloration de G en
temps polynomial .

Dans la preuve du théorème précédent nous avons besoin d’un résultat de Tucker et du lemme
suivant:

Lemme 1. Soit G un graphe SN(k, 2) où (k ≥ 1) sans trou de longueur ≥ 5 et v un sommet
(k, 2) scindé

1. ∀H ⊆ G il existe toujours une 2-paire dans {v} ∪ NH(v); sinon A est une clique et
A ∩NH(s) = ∅, ∀s ∈ S.

2. La contraction de toutes les 2-paires dans {v} ∪ NH(v) induit un graphe SN(k, 2) pour
k ≥ 1 .

En utilisant deux techniques de colorations (l’échange trichromatique et la contraction de som-
mets) ainsi que le lemme précédent nous proposons l’algorithme suivant:

Algorithme

• Donnée: Un graphe parfait SN (1, 2) et sa matrice d’adjacence M .

• Résultat: Coloration optimale de G
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1. Déterminer un ordre d’élimination SN (k, l) v1, ..., vn;

2. Pour i allant de n− 1 à 1 faire
Déterminer ω(G);

3. Déterminer la matrice d’adjacence de G;

4. Pour i allant de n− 1 à 1 faire
Déterminer toutes les 2-paires dans NGi(vi);

5. Pour i allant de n− 1 à 1 faire
A partir d’une coloration optimale de G∗i+1, trouver une coloration optimale de G∗i en
appliquant le Théorème 22;

6. Pour i allant de n− 1 à 1 faire
Décontracter le graphe en attribuant la même couleur aux sommets décontractés.

Conclusion

Dans ce travail, nous avons généralisés les graphes de partition (k, l), nous avons proposés des
algorithmes polynomiaux pour la reconnaissance et la clique maximum de cette nouvelle classe
noté SN(k, l) pour quelque valeur de k et l, nous avons aussi donnés une ω(G) coloration des
graphes parfait SN(1, 2). Comme perspectives, il serai intéressant de généraliser ses algorithme
pour d’autre valeurs de k et l.
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Résumé : Une conception de réseau de la châıne logistique (Supply Chain Network SCN)
est de provider une plateforme optimale pour une gestion efficace et effective de la châıne
logistique. Il s’agit d’un problème de gestion des opérations importantes et stratégiques
dans la gestion de la châıne logistique, et usuellement implique des objectifs multiples et
conflictuels comme coût, le niveau de service, utilisation des ressources, etc. On propose une
nouvelle procédure de solution basée sur les algorithmes génétiques pour trouver l’ensemble
des solutions Pareto-optimal pour le problème multi-objectif de conception du réseau de
la châıne logistique (SCN). Pour traiter le multi-objectif et pour permettre au décideur
d’évaluer un grand nombre de solutions alternatives, deux différentes approches pondérées
sont implémentées dans la procédure de solution proposée.
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objectif
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Abstract: The purpose of this paper is to develop an algorithm to solve a multi-objective
quadratic fractional problem with integer variables in which each objective is to maximize a
ratio of two quadratic functionals over a set of integer points contained in a convex polytope.
The related integer linear fractional problem is constructed in order to obtain an optimal
solution of the single objective integer quadratic fractional problem. Gomory’s cut is applied
to find an integer solution of the related integer linear fractional problem.In this algorithm
we are able to identify the set of all efficient solutions of the main problem converges in a
finite number of iterations.
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Notations and definitions

Let S be the set of vectors x ∈ <n satisfying the constraints x ≥ 0, x integer and Ax ≤ b where
A is an integer m× n matrix and b a vector of <m. Let, for l = 1, ..., q, Cl, Dl be vectors of <n,
El, Fl are real symmetric matrices and αl, βl two elements of <.

The Multiple Objective Quadratic Fractional Programming Problem with Integer Variables (P ),
intended to be studied can be mathematically stated as:

(P )


min fl(x) =

CT
l x+ xTElx+ αl

DT
l x+ xTFlx+ βl

, l = 1, . . . , q

s.t
x ∈ S

(5)

with DT
l x+ xTFlx+ βl > 0 for all x ∈ S̃ = {x ∈ <n | Ax ≤ b, x ≥ 0} where the nonempty S̃ is

bounded.

As in multiple objective linear programming with integer variables (e.g. see Steuer [2]), the
“solution” to the problem (P ) is to find all solutions that are efficient in the sense of the
following definition.
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Définition A point X0 ∈ δ is said to be efficient if and only if there does not exist another
point X1 ∈ δ such that fi(x

1) ≤ fi(x
0), i ∈ {1, 2, ..., q} and fi(x

1) < fi(x
0) for at least one

i ∈ {1, 2, ..., q}.

Note that if there exists such a point X1 then the point X0 is not efficient and it corresponding
r-tuple is said a dominated r-tuple.

Let Eff denote the set of all non dominated solutions of problem (P ).

Since it is not possible to optimize simultaneously all the objective functions, sometimes con-
flicted in nature, we deal with a problem of determining the Pareto optimal set Eff leaving to
the decision maker to choose a solution according to his constraints. To find the pareto opti-

mal set of problem (P ), integer feasible solutions of the following relaxed quadratic fractional
problem (P ′)are ranked in non-decreasing order of the values of the objective function.

(P ′)


Min f(x) =

CT
1 x+ xTE1x+ α1

DT
1 x+ xTF1x+ β1

s.t
x ∈ S

(6)

where f is one of the q objective functions of problem (P ).

In the same order of ideas, for obtaining various integer feasible solutions, a related linear
fractional programming problem with integer variables (P1) is constructed.

(P1)


Min g(x) =

MTx+ α1

NTx+ β1
s.t

x ∈ S
(7)

where

Mj ∈ <n is the jth component of M , Mj ∈ <n, Mj = min
x∈S̃

(C1j + xTE1j), j = 1, ..., n, C1j being

the jth column of C1 and E1j the jth column of E1.

Nj ∈ <n is the jth component of N , Nj = max
x∈S̃

(D1j + xTF1j), j = 1, ..., n, D1j being the jth

column of D1 and F1j being the jth column of F1.

Recall that integer linear fractional problem with integer variables (P1) can be solved by adding
slack variables and using any standard solution method like that of Granot [3], based on cuts
first suggested by Gomory [4].
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Résumé : Le problème P-médian est une variante classique très étudiée des problèmes de
localisation. Dans cet article, on définit le problème et on présente ses deux formulations les
plus courantes. La description polyédrale du polytope P-médian est une question ouverte
depuis plus de 40 ans, mais seulement une description partielle est connue. Des inégalités
valides pour le polytope P-médian et quelques généralisations sont présentées.

Mots clefs : P -médian, étude polyédrale, formulation étendue.

MSC(2010) : 05-02, 52B05

Définition et formulations du problème du P -médian

Le problème du P -médian, noté PMP , est une variante de la classe des problèmes de localisation
dans le domaine de l’optimisation combinatoire. Il a été bien défini, pour la première fois, par
Hakimi en 1964.
Etant donné un graphe G = (V,E) avec dij est la distance entre deux sommets i et j de V
et |V | = n, le problème consiste en la selection de p sommets de V à être des ”Médians” ou
des ”Centres” et les (n − p) sommets restants de V sont dits ”Clients”, tout en minimisant la
distance totale entre les médians et les clients.
Le problème du P -médian est connu pour être un problème NP-complet[3]. Les formulations
du PMP les plus utilisées dans la littérature sont : la formulation mathématique classique [6]
et la formulation par les ensembles indépendants d’arcs [4].

Formulation mathématique classique

Le PMP peut être formulé mathématiquement comme suit :

(IP )



min
n∑

i=1

n∑
i=1

dijxij

n∑
j=1

yj = p (1.1)

n∑
j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n (1.2)

xij ≤ yj , i, j = 1, . . . , n (1.3)
xij , yj ∈ {0, 1}, i, j = 1, . . . , n (1.4)
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Où :xij = 1 si et seulement si le client j est servi par le centre i.
Et yj = 1 si et seulement si le centre j est ouvert.

La contrainte (1.1) limite à p le nombre de centres choisis, les contraintes (1.2) assurent que
chaque client soit servi par un unique centre, les contraintes (1.3) s’assurent que les clients
soient servis par des centres ouverts.

Les contraintes (1.3) peuvent être remplacées par les contraintes

n∑
j=1

xij + yi = 1, i = 1, . . . , n (1.5)

et ceci pour s’assurer qu’un sommet ne soit pas à la fois client et centre.

Formulation par les ensembles indépendants d’arcs

Soient S, T ⊂ V , alors (S : T ) = {(u, v) ∈ E | u ∈ S et v ∈ T} et δ+(S) = (V \ S : S) et
δ−(S) = (S : V \ S).

Pour F ⊆ E, on note :

x(F ) =
∑

(uv)∈F,u6=v

xuv.

Et pour Q ⊆ V , on note

x(Q) =
∑
i∈Q

xii.

Deux arcs (u, v) et (p, q) sont indépendants, si u 6= p, v 6= p, et q 6= u [4].

Pour F ⊆ E, le rang de F , noté r(F ), est le nombre maximum d’arcs indépendants dans F . Si
r(F ) = |F | alors F est dit “ensemble r(F )-indépendant”.

Une solution réalisable du problème du P -médian est un ensemble d’arcs P̄ -indépendant, où
p̄ = n− p. Donc, le problème du P -médian peut être formulé comme suit :

(IP )



min
n∑

i=1

∑
(i,j)∈E,i 6=j

dijxij∑
k∈V/j

xkj + xij ≤ 1 (2.1)∑
(ij)∈E

xij = p̄ (2.2)

xij ∈ {0, 1}, i, j ∈ V, i 6= j

Pour plus de détails sur cette formulation voir [4].

38



Actes des Journées Graphes et Optimisation, LaROMaD, 26-27 Novembre 2014

Inégalités valides pour le polytope du P -médian

En dépit du fait que le problème du P -médian soit largement étudié, les approches polyèdrales
sont plutôt rares dans la littérature : une description partielle de son polytope entier, PMP (G),
a été établie. Les facettes ont été développées par De Vries et Al. [5], Avella et Sassano [5], De
Farias [1].

En 2003, Zhao et Posner [6] ont proposé une formulation étendue pour le PMP avec deux
ensembles de variables supplémentaires. En faisant sortir ces variables supplémentaires, une
formulation étendue réduite ainsi que deux propriétés sont obtenues. Ces propriétés ont permis
d’établir des généralisations des facettes existantes et de développer de nouvelles facettes. Ils
ont également fourni une description complète du polytope lorsque p = n− 2.

Dans cette section, nous présentons des classes d’inégalités valides pour le polytope du PMP
ainsi que les généralisations fournies par Zhao et Posner.

Wq-inégalités

Soient W ⊆ V et q un entier, tels que : 1 ≤ q ≤ |W | − 1, et soit l’ensemble F ⊆ (W : W ) ayant
la propriété |F ∩ δ+(i)| ≤ q,∀i ∈W .

Une Wq-inégalité est une inégalité de la forme :

x(F ) ≤
⌊
q |W |
q + 1

⌋
(I1)

Les Wq-inégalités sont valides pour PMP (G) [5]. Elles constituent une classe contenant plusieurs
inégalités valides pour le PMP (G), telles que les W2-inégalités, les inégalités de cycle-impair
définies par Baiou et Barahona avec q = 1 [2], les inégalités de cycle avec q = 2 [5].

Inégalités de cycle impair

Soit C un cycle : C = {(vi, vi+1) | i = {1, 2, . . . , 2l}} ∪ {(v2l+1, v1)}.

Une inégalité de cycle impair est de la forme :

x(C) ≤ |C| − 1

2
(I2)

Ces inégalités sont valides pour le PMP (G) et constituent un cas particulier des Wq-inégalités
avec q = 1 [5].

Inégalités de trou-pair

On définit le graphe spécial G̃ = (A,E) à partir du graphe G = (V,A), où tout sommet de G̃
correspond à une arête de G, et deux sommets de G̃ sont adjacents si les arêtes correspondantes
dans G ont une extrémité commune. La Figure 1. présente un trou-pair dans G et le trou-pair
correspondant dans G̃.
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Figure 1: Etapes de résolution de (K)

Une inégalité de trou-pair est une inégalité de la forme

x(R) ≤
⌊
|R|
2

⌋
(I3)

Ces inégalités sont valides pour le PMP (G) [5].

Inégalités de De Vries

Pour tout R ⊆ V , où r = |R| > p, et pour tout ∅ ⊂ S ⊂ V/R, on définit les inégalités :

∑
i∈R∪S

xii −
1

1− p
∑
i∈R

∑
j∈R/{i}

xij −
1

r − p+ 1

∑
i∈R

∑
j∈S

xij ≤ p− 1 (I4)

qui sont valides et définissent des facettes pour PMP [5].

Soit T1, T2, . . . , Tr, S,Q une partition de V , où r > p, Ti 6= Q, pour i = 1, . . . , n, et Q 6= ∅. Et
soient T =

⋃r
i=1 Ti et R ⊂ V , tels que |R| = r,R ⊆ T ∪Q et |R ∩ Ti| ≤ 1, i = 1, . . . , n.

Théorème 1. L’inégalité

∑
i∈T∪S

xii −
1

1− p
∑
i∈R

∑
j∈T/Tδi

xij −
1

r − p+ 1

∑
i∈R

∑
j∈S

xij ≤ p− 1 (I5)

est valide et contient les inégalités (I2) de De Vries [6].
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Inégalités de De Farias

De Farias a opté pour la formulation suivante du problème du P -médian sur un graphe biparti
complet Km,n :

IPF )



min
n∑

i=1

n∑
j=1

cijdjxij

n∑
j=1

xij ≤ 1 j ∈ N (3.1)

xij ≤ yj , i ∈M, j ∈ N (3.2)
n∑

j=1

yj ≤ p, (3.3)

xij ≥ 0, i ∈M, j ∈ N (3.4)
yj ∈ {0, 1} (3.5)

Où:

• cij est le coût unitaire de l’envoi du centre i au client j.

• dj est la demande du client j.

• xij est la portion de dj envoyé du centre i au client j.

• M = {1, 2, · · · ,m} est l’ensemble des centres et N = {1, 2, · · · , n} est l’ensembles des
clients.

Cette formulation n’implique aucune perte de généralité puisque le problème PMP sur n’importe
quel réseau, peut être transformé en un PMP sur un graphe biparti complet.

Soient S = {(x, y)|(x, y) satisfait (3.1)− (3.5)} et PS = conv(S).

Théorème 2. Soit N ′ ⊆ N , tel que : |N ′| ≥ p + 1, soient Mj , j ∈ N ′ des sous-ensembles

non-vides et disjoints de M et soit M ′ = M −
⋃
j∈N ′

Mj qu’on suppose non-vide.

Alors, l’inégalité suivante est valide et définissante de facette pour PS [1].∑
j∈N ′

∑
i∈Mj

xij +
∑
j∈N ′

∑
i∈M ′

xij ≤ p+ (|N ′| − p)
∑
i∈M ′

yi (I6)

Théorème 3. Les inégalités (I5) contiennent les inégalités(I6) [6].

Il est important de mentionner que plusieurs études polyédrales ont été faites et ont abouti à des
descriptions partielles et complètes du polytope du problème du P -médian mais pour des graphes
particuliers. Par exemple, De Vries et Posner (2003) ont décrit le polytope pour plusieurs types
d’arbres et ont décrit des sous-classes de facettes pour le PMP dans le cas général. Baiou et
Barahona (2010) ont donné une description complète du polytope dans le cas de graphes sans
fourchettes.
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Résumé : Une extension de l’optimisation sur l’ensemble efficace d’un problème de pro-
grammation linéaire multi-objectif (MOILP) en nombres entiers à un cas non-linéaire qui
maximise un rapport de deux fonctions linéaires sur l’ensemble d’un problème de program-
mation linéaire fractionnaire multi-objectif discret, noté (MOILFP), est considérée dans le
présent document. Une méthode exacte est présentée pour l’optimisation d’une fonction
principale fractionnaire sur l’ensemble des solutions efficaces d’un problème MOILFP sans
énumérer explicitement toutes les solutions. On combine deux stratégies: la première permet
de réduire la région réalisable à l’aide d’une technique de plan de coupe, tout en éliminant
les points prédominants, la seconde explore les arêtes incidentes à une solution actuelle afin
qu’une nouvelle solution efficace augmente la valeur de la fonction. L’algorithme proposé
est en mesure de donner une valeur optimale de la fonction linéaire fractionnaire et converge
en un nombre fini d’étapes.

Mots clefs : Optimisation des objectifs multiples, optimisation discrète, programmation
linéaire, ensemble efficace.

Introduction

Il existe une littérature importante du problème de programmation linéaire fractionnaire en
nombres entiers (ILFP). La programmation fractionnaire linéaire multi-objectif en nombres en-
tiers (MOILFP) est une classe importante de problèmes multicritères qui se posent dans la
prise de décision lorsque tout ou une partie des variables du modèle représentant sont discrètes.
Plusieurs méthodes ont été développées pour résoudre les problèmes de MOILFP. Les fonc-
tions fractionnaires affines sont aussi largement utilisées comme mesures de performance dans
certaines situations de gestion, planification de la production et de l’analyse des entreprises
financières.

Dans cet article, nous nous concentrons sur le problème de l’optimisation d’une fonction linéaire
fractionnaire, noté (MOILFP), sur l’ensemble efficace d’un problème de programmation linéaire
fractionnaire multi-objectif en nombres entiers.
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Modélisation

Considérons le problème linéaire discret multi-objectif (PMOILP ) défini par:

(PMOILF )


max

{
Zi (x) =

pix+ αi

qix+ βi

}
i = 1, . . . , r

s.c : x ∈ S = {x ∈ Rn, ; Ax ≤ b; x ≥ 0}
x vecteur entier

(1)

où: r ≥ 2 ; αi, βi sont des scalaires; pi, qi sont des 1 × n vecteurs pour tout i ∈ {1,. . . ,r};
b ∈ Rm ; A ∈ Rm×n.

Nous supposerons pour toute la suite que :

S est un polyèdre borné non vide de Rn et qix+ βi > 0 sur S pour tout i ∈ {1,. . . ,r}.

Définition

Un point x0 ∈ S ∩Rn est une soluton efficace ou Pareto optimale pour (PMOILF ) si et seulementsi
il n’existe pas un autre point x1 ∈ S ∩Rn tel que Zi(x

1) ≥ Zi(x
0) pour tout i ∈ {1,. . . ,r} et

Zi(x
1) > Zi(x

0) pour au moins un i ∈ {1,. . . ,r}.

La solution du problème multiobjectif linéaire fractionnaire à variables entières (PMOILF ) est
de trouver toutes les solutions efficaces au sens de la définition précédente.

L’ensemble de toutes les solutions efficaces entières du problème (1) est noté E(P ).

Cela conduit à la recherche d’une méthode pour résoudre le problème d’optimisation (PE).

(PE)

 max imiser

{
ψ (x) =

cx+ λ

dx+ µ

}
, i ∈ {1,. . . ,r}

s.c x ∈ E(P )
(2)

Où : c, d ∈ Rm; λet µ sont des constantes.

L’algorithme proposé est basé sur une technique de plan de coupe et à une technique de sélection
simple qui améliore ψ à chaque itération. Le problème principal que nous étudions est le suivant :

(PE)

 max imiser

{
ψ (x) =

cx+ λ

dx+ µ

}
, i ∈ {1,. . . ,r}

s.c x ∈ E(P )
(2)

Le problème relaxé que nous obtenons est le suivant :

(PR)

 max imiser

{
ψ (x) =

cx+ λ

dx+ µ

}
, i ∈ {1,. . . ,r}

s.c x ∈ S
(3)

Le problème suivant (Pi (S)) i ∈ {1,. . . ,r} est défini comme le problème de programmation
fractionnaire en nombres entiers.
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(Pi(S))


max imiser

{
Zi (x) =

pix+ αi

qix+ βi

}
s.c : S = {x ∈ Rn /Ax ≤ b; x ≥ 0}

x vecteur entier

(4)

Théorème Le point x11 de S est une solution du problème (Pi(S)) si et seulement si le vecteur
du gradient réduit γ1k est tel que γ1kj ≤ 0 pour tout j ∈ Nk (Nk est l’ensemble des indices de
variables hors base).

Description de l’algorithme

L’algorithme que nous proposons est établi pour fournir une solution de (PE) sans devoir à
déterminer l’ensemble des solutions efficaces du problème (PMOILF ).

L’algorithme comporte quatre étapes principales à savoir :

Etape 0 : Initialisation. Poser ψopt = −∞ et résoudre le problème (PR).

Etape 1: Test d’efficacité. Tester si la solution obtenue est efficace ou non.

Etape 2: Construction, valorisation et détermination des régions tronquées.

Proposition Sous l’hypothèse que S est non vide et borné l’algorithme de recherche d’une
solution optimale du problème (PE) converge en un nombre fini d’itérations.

Conclusion

Dans ce papier nous avons présenté un nouvel algorithme pour optimiser une fonction non
linéaire sur l’ensemble efficace d’un problème de programmation fractionnaire linéaire multi-
objectif (PMOILF ) en nombres entiers. L’algorithme pour résoudre (PE) permet de trouver la
solution sans énumérer explicitement toutes les solutions.
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Résumé : Dans un graphe G = (V,E), S ⊆ V est dit convexe si S contient les sommets
de toutes les plus courtes châınes joignant u, v dans G. L’enveloppe convexe de S notée [S]
est le plus petit convexe contenant S. S est un hull set si [S] = V . Le cardinal minimum
d’un hull set est appelé hull number et est noté hn (G). Notre intérêt porte sur l’étude du
cardinal d’un hull set minimum et nous présentons quelques travaux effectués par certains
auteurs dans cette optique.

Mots clefs : Convexité, enveloppe convexe, espace métrique, hull number.
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Introduction

Soit G = (V,E) un graphe simple et connexe, où |V | = n et |E| = m. Un sommet est dit
universel s’il est adjacent à tous les autres sommets de V . Le voisinage d’un sommet v ∈ V est
un sous-ensemble de sommets noté N (v) et tel que N (v) = {u ∈ V : uv ∈ E}. On appelle
voisinage fermé de v le sous-ensemble N [v] = N (v) ∪ {v}. Le sommet v est dit simplicial si
N (v) est un sous-graphe complet.

Une châıne Pu,v est dite géodésique si Pu,v est une plus courte châıne joignant u et v. Un sommet
w est dit géodominé par u et v, si w appartient à une châıne géodésique joignant u et v. La
distance entre u et v notée d (u, v) est la longueur d’une châıne géodésique entre u et v. La
fonction intervalle notée I est définie par :

I : V × V −→ P (V )
{u, v} 7−→ I [u, v] = {w ∈ V, w est géodominé par u, v}

L’intervalle fermé I [S] d’un ensemble S ⊆ V (G) dit fermeture de S, est l’union de tous les
ensembles I [u, v] ∀u, v ∈ S :

I [S] =
⋃
u,v∈S

I [u, v]

On dira que S est convexe si I [S] = S. La séquence suivante est obtenue en répétant le processus
qui permet d’obtenir les fermetures de l’ensemble S :

S0 = S, S1 = I [S] , S2 = I [I [S]] = I2 [S] , . . . , Sk = I
[
Sk−1

]
= Ik [S] . . .
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Comme V (G) est fini, le processus se termine pour un certain r pour lequel Sr = Sr+1. La
valeur de r est appelée nombre d’itérations géodétique de S, noté : gin (S). L’enveloppe convexe
de S est égale à Sr.

Le problème du “Hull Number” noté hn (G) consiste à déterminer le cardinal du plus petit
ensemble S ⊆ V , tel que [S] engendre tous les sommets de G.

Ce problème est NP-complet [4], même si on se restreint à la classe des graphes bipartis [2].

G Pn C
2l

C
2l+1

Tn Kn Kp,q Wn Qn

hn (G) 2 2 3 m n 2
⌊
n
2

⌋
2

Hull number de quelques graphes particuliers.

Hull set

Un hull set S ⊆ V est un ensemble de sommets tel que [S] = V .

Lemme 1. [4] ∀ S hull set de G, S contient l’ensemble de tous les sommets simpliciaux.

En effet, toutes les châınes qui passent par un sommet simplicial admettent une corde et ce
dernier n’est engendré par aucun sommet.

Lemme 2. [4] Soient G 6= Kn et v ∈ V (G) un sommet universel. Alors v n’appartient à
aucun minimum hull set de G.

Un sommet universel v peut être engendré par deux sommets non adjacents et donc si v ∈ S,
S\ {v} est aussi un hull set et de cardinal inférieur à |S|.
Soit H un sous graphe de G, H est dit isométrique si ∀x, y ∈ V , dH (x, y) = dG (x, y).

Lemme 3. [4] Soit H un sous-graphe isométrique de G et S un hull set de H alors V (H) ⊆
[S]G.

Lemme 4.[4] Soit S ⊂ V . Si V \S est convexe, alors tout hull set de G contient au moins un
sommet de S.

1 Hull number

Dans leur article Dourado et al. [4] démontrent que le problème de décision relatif au “Hull
number” : “Existe-t-il un entier k, k ∈ N∗ tel que, hn (G) ≤ k” est NP-complet.

Théorème 1. Étant donné un graphe G et un entier k. Décider si hn (G) ≤ k est un
problème NP-complet.

La démonstration du théorème se base principalement sur le problème de satisfiabilité SAT-
AM3 défini comme suit :

47



Actes des Journées Graphes et Optimisation, LaROMaD, 26-27 Novembre 2014

Problème (SAT-AM3 ) Soit X = {x1, x2, · · · , xn} un ensemble fini de variables booléennes.

• Instance : F = {C1, · · · , Cm} un ensemble de clauses définies sur l’ensemble X, tel que
chaque clause contient au plus trois littéraux et chaque variable apparâıt au plus trois fois.

• Question : Existe-t-il une affectation des variables x1, · · · , xn telle que C1∧ · · ·∧Cm soit
vraie ?

Les auteurs de l’article ont également démontré que ce problème est difficile à résoudre dans
certaines classes de graphes notamment la classe des graphes bipartis et la classe des graphes
partiellement cubiques.

Théorème 2. [2] Le problème du hn (G) est NP-difficile dans la classe des graphes bipartis.

La preuve de ce théorème est une adaptation de la preuve du théorème (), les auteurs utilisent
une réduction du problème de satisfiabilité 3-SAT au problème du “Hull Number” dans les
graphes bipartis.

Définition Soit G un graphe et Qn un hypercube, on dit que G est un graphe partielle-
ment cubique s’il existe une application injective Φ : V (G) → V (Qn) telle que dG (v, w) =
dQn (Φ (v) ,Φ (w)) pour tous sommet v, w ∈ V (G).

Théorème 2. [1] Soit G un graphe partiellement cubique et k un entier. Le problème de
décider si hn (G) ≤ k est NP-complet.

D’autres classes de graphes présentent des structures qui facilitent le calcul du hn (G), et donc
la résolution de ce problème dans ces classes de graphes peut se faire en temps polynomial. On
cite notamment la classe des graphes (P5-triangle)-libres, cacti graphes, cographes (P4-libres),
etc.

2 Conclusion

Certaines questions proposées par [4] sont toujours ouvertes et intéressantes à étudier pour
déterminer la complexité algorithmique du hull number dans les classes de graphes suivantes :

• Graphes planaires.

• Graphes sans triangles.
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